Matrizen und Lineare Algebra Eigenwerte, Eigenvektoren, Basistransformation

Die Menge der Eigenvektoren

Definition

Ist A € K Eigenwert der linearen Abbildung A, so bezeichnet man die
Menge der zu X\ gehorenden Eigenvektoren

Ty ={ve K"|Av = \v}

als Eigenraum zum Eigenwert A.
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Zur Berechnung von Eigenvektoren

Av=Av S Av=AMlv&S Av - AMlv=0& (A—-A)v=0

Daraus konnen wir folgende Schliisse ziehen:

= Der Eigenraum T, zum Eigenwert X ist der Kern der Abbildung
(A=A

= Der Eigenraum T, zu einem Eigenwert X ist ein Untervektorraum
(da der Kern einer linearen Abbildung ein Untervektorraum ist!)
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Zur Berechnung von Eigenvektoren

Av=XAv < (A= A)v=0

Erinnern wir uns: X ist genau dann ein Eigenwert, wenn es dazu einen
Eigenvektor v # 0 gibt.

= Der Kern von (A — Al) muss mehr als den Nullvektor enthalten,
er muss Dimension > 1 haben

= A ist Eigenwert der linearen Abbildung A genau dann, wenn
det(A— Al) =0.
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Zusammenhang Eigenwerte — Polynome

Das charakteristische Polynom

Fiir A e K™ ist det(A — Al) ein Polynom in A vom Grad n. Dieses
Polynom heisst charakteristisches Polynom von A.

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms sind die Eigenwerte der
Matrix A.

Beweisidee:
Zum Beispiel aus der Darstellung der Determinante mittels vollstindiger Induktion. .J
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Wieviele Eigenwerte hat eine Matrix?

Aus dem Fundamentalsatz der Algebra folgt:
Jede Matrix aus C"*" hat mindestens einen Eigenwert.
Und weil ein Polynom vom Grad n héchstens n Nullstellen hat, gilt:

Eine n x n-Matrix hat héchstens n verschiedene Eigenwerte.

Achtung: Nicht jede komplexe n x n-Matrix hat n (verschiedene)
Eigenwerte. Nullstellen konnen mehrfach auftreten; nur unterschiedliche
Nullstellen liefern verschiedene Eigenwerte!
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Weitere Schlussfolgerungen

Satz

Fiir ungerades n hat jede Matrix aus R"*" mindestens einen reellen
Eigenwert.

Beweisidee:

Aus dem Nullstellensatz der Analysis (— spiter!) folgt, dass jedes reelle Polynom ungeraden Grades mindestens eine Nullstelle
hat.

Daraus ergibt sich z.B. dass es im R3 zu jeder beliebigen linearen
Abbildung mindestens einen Vektor gibt, der unter dieser Abbildung
seine Richtung beibehilt!
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Aussagen liber Eigenvektoren

Mittels Induktion kann man beweisen:

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhangig.

Daraus folgt:

Hat die Matrix A € K"™" n verschiedene Eigenwerte, so besitzt sie eine
Basis aus Eigenvektoren.

...das kann aber auch der Fall sein, wenn die Matrix weniger als n
verschiedene Eigenwerte hat!
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Basistransformationen

© WH: Vektoren haben beziiglich verschiedener Basen verschiedene
Koordinaten.

@ Die Matrix einer Abbildung hingt von den Basisvektoren ab.

e Mithilfe der Eigenvektoren kann man eine Basis finden, beziiglich

derer die Matrix einer linearen Abbildung so einfach wie méglich
(diagonal) ist.
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Die Aufgabenstellung

Gegeben:
@ 2 Basen, By und By; By = {b1, bs,...,b,}
by
@ Koordinaten der Basisvektoren b; beziiglich By: b; = :
bni B,
Vi )\1
@ Vektor v: v = | : =
VI‘I Bl >\n B2

Gesucht:
@ Koordinaten von v in der Basis By?

@ Ist A die Matrix einer linearen Abbildung beziiglich By, wie sieht die
Matrix dieser Abbildung beziiglich B> aus?
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Beispiel Basistransformation

Haufiges Ziel der Berechnung von Eigenvektoren ist es, eine Basis zu
finden, fiir die die anzuwendende lineare Abbildung moglichst einfach ist.

100 5 -1 2
Basis:[0 1 0 — lineare Abbildung:| =1 5 2
0 01 2 2
-1 2 1
Eigenvektoren der Abbildung: 11,10, 1
0 2 -2
-1 2 1 6 0 0
Basis:| 1 0 1 — lineare Abbildung: {0 6 0
0 1 -2 0 0O
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Basistransformation: Vektoren

Wie transferieren wir einen Vektor von Basis By in Basis By 7

vV = Ab1 4+ -+ A\pbp bll"'bln
bt + -+ binhn T= :
= bnl T bnn
bpiA1+ - bpnAn ist invertierbar, weil die Spalten
biy--- by A\ linear gnabhéngig sihd. _
o ... Basistransformationsmatrix von
a By nach B.
bnl : bnn )\n B,
A1 vi
= . — T_l . Beispiel: (é) = (_11 g 1)7 (_11>
) ) 0 8, 0 1 -2 0 B
)\n BQ Vn Bl
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Bestimmung der Basistransformationsmatrix

Die Spalte i der Basistransformationsmatrix T enthilt die Koordinaten des
Basisvektors b; von B, beziiglich der Basis Bj.

b
Dahergilt Vi=1,....,n: bi=B1| 1 | =BiT(:i)

bni

= TG N)=B{'h Vi=1,...,n = T=B'B
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Basistransformationsmatrizen

Satz

Ist T die Basistransformationsmatrix von By nach B>
und S die Basistransformationsmatrix von B, nach Bz,
so ist T x S die Basistransformationsmatrix von By nach Bs.
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Basistransformation: Abbildungen

Wie bestimmen wir die Matrix einer linearen Abbildung bez. der Basis By?

Gegeben: lineare Abbildung f : K" — K™, v,w € K" mit f(v) =w
A ... Abbildungsmatrix beziiglich By
S ... Abbildungsmatrix beziiglich B,

%1 )\1 wq M1
vV = = : , w = =
Vn B An B, Whn B, Mn B,
%1 w1 )\1 M1
Dann gilt: A | : =1 : und S | : =
Vn/ B, Wn/ g, An/ g, Kn/ g,
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Basistransformation: Abbildungen

Mithilfe der Transformationsmatrix T erhalten wir:

A1 Vi u1 w1
Tl = T =
An Vi

B, B Hn/ g, Wn/ g,

Durch Einsetzen in die Gleichungen auf der vorigen Folie erhalten wir:

A1 T A1 1
AT - | =71 : bzw. T~1AT = :
An B, Hn/ g, An B, Hn/ g,
und damit
S=T1AT
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Basistransformation: Abbildungen

Satz

Ist T die Basistransformationsmatrix von der Basis By in die Basis B>

und ist f eine lineare Abbildung, zu der beziiglich By die Matrix A gehért,
so gehort zu f beziiglich By die Matrix T~AT.
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Beispiel Basistransformation: Abbildungen

1 00 5 -1 2
Basis B1:{0 1 0 Lineare Abbildung A: | -1 5 2
0 01 2 2 2
-1 2 1
Basis Bo: [ 1 0 1 Lineare Abbildung S: 7
0 1 -2
T=5;'B,
S=T1AT
-1 2 1\ '/5 -12\ /12 1 6 0 0
1 0 1 -1 5 2 1 0 1]=(06 0
0 1 -2 2 2 2 0 1 -2 0 00O

W. Gansterer, C. Plant Mathematische Grundlagen der Informatik 1 9. Dezember 2016 75 / 102



Matrizen und Lineare Algebra Eigenwerte, Eigenvektoren, Basistransformation

Ahnliche Matrizen

Definition
Zwei Matrizen A, B € K™ heiBen dhnlich, wenn es eine invertierbare
Matrix T € K" gibt fiir die gilt A= T 'BT.

... oder einfacher: Ahnliche Matrizen beschreiben beziiglich verschiedener
Basen die gleiche Abbildung. Sie haben also die gleichen Eigenwerte und
dieselbe Determinante!
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Diagonalisierbarkeit

Definition
Eine Matrix A heiBt diagonalisierbar, wenn sie dhnlich zu einer
Diagonalmatrix ist.

Eine Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wenn ihre Eigenvektoren

eine Basis bilden. Die zur Matrix dhnliche Diagonalmatrix hat als Eintrage
ihre Eigenwerte.
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Skalarprodukt und orthogonale Abbildungen
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Skalarprodukt

Ein Skalarprodukt ist eine Abbildung, die zwei Vektoren einen Skalar
zuordnet. Anwendung z.B Ermittlung von Winkeln zwischen Vektoren.

Definition
Es sei V ein R-Vektorraum. Eine Abbildung ( , ):V x V — R heiBit

Skalarprodukt, wenn fiir alle u, v, w € V und fiir alle A € R die folgenden
Eigenschaften erfiillt sind:
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Berechnung Skalarprodukt

Fiir u = (u1, Uz, up) ", v =(vi,v2,---v,) " € R" lautet das
Skalarprodukt

(u,v) = u'v=uvi+ wvo + - Upvy

4
Beispiel: (3 2 4)-|6]| =3-4+2-6+4-2=32
2
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Winkel zwischen zwei Vektoren

Winkelberechnung:

(U, v) = cosa|lv]| [[u]

(uv)
= COS & =
vl
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Norm

Eine Norm eines Vektors ist ein MaB fiir seine Lange.

Definition

Es sei V ein R-Vektorraum. Eine Abbildung || || : V — R heit Norm,
wenn fiir alle u,v € V und fiir alle A € R die folgende Eigenschaften
erfiillt sind:

(N1) fIAv]E = AL vl

(N2) [ju+ v]| <||lul| + |lv|]| (Dreiecksungleichung)

(N3) |[v| =0 v=0
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Zusammenhang Skalarprodukt — Norm

Ist V ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt, so wird durch die
Festlegung

VI = Vv, v)

eine Norm auf V definiert.

Die Dreiecksungleichung kann man mithilfe der
Cauchy-Schwarz'schen Ungleichung

[{u, v < flufl - [Iv]]

nachweisen.
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Anmerkungen Norm

© Normierter Vektor: Der Vektor ||TIJHU hat Lange 1.

@ Die Norm eines Vektors im R? und R3 ist die iibliche “Linge”
(Satz des Pythagoras!)
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Berechnung Norm

lv]| = \/<v,v>:\/v12+v22...v,%

vgl. Satz von Pythagoras:

Y (ununus)

2 2 2
N +uy +u o
2 2 -

u,” +u,

2
Beispiel: 4 =22+ 42542 =6
4
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Orthogonalitdt von Vektoren

Definition
In einem Vektorraum mit Skalarprodukt heien zwei Vektoren v und v
orthogonal, wenn gilt (u, v) = 0. Wir schreiben dann v L v.
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Orthogonale Abbildungen

Definition
Eine lineare Abbildung f : R” — R" heiBt orthogonal, falls fiir alle
u,v € R" gilt:

(F(v), f(u)) = (v,u)

Das heiBt, orthogonale Abbildungen sind:
@ langentreu
@ winkeltreu

Die Matrix einer orthogonalen Abbildung beziiglich einer Orthonormalbasis
heiBt orthogonale Matrix. Fiir eine orthogonale Matrix A gilt det(A) = +1,
fir Eigenwerte A von A gilt A = £1.

Zu den orthogonalen Abbildungen zihlen die Rotation und die
Spiegelung.
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Rotation

Drehung um den Winkel ¢ aktiv (gegen UZS) oder passiv (im UZS) um
den Koordinatenursprung.

Anmerkung: Bei der passiven Drehung wird eigentlich das Koordinatensystem im UZS gedreht.

3D (aktiv):

um die x-Achse

2D: x; 1 0 0 x
)-(02)6) LY
aktiv

! sing  cos¢ y

(X cos¢ sing\ [x
=AY —sing cosp) \y

m die y-Achse

’ cos 45 0 sin ¢ X
'] = 10 y
z/ — sin d) 0 cos¢ z

m die z-Achse

g cos ¢ —sing 0 X
y' | = |sing cos ¢ 0 y
ke 0 0 1 z
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Spiegelung

3D:
um die yz-Ebene
—X -1 0 0 X
2D: 0o 10|y
um die x-Achse 0 01 z
(5)-6 )0 |
= um die xz-Ebene
Y 0 -1/ \y X 1 0 0\ /x
um die y-Achse -y = 0 -1 0 y
(—x) (—1 0) <x> z 0 0 1/ \z
y N O 1 'y um die xy-Ebene
X 1 0 O X
y =101 0]y
-z 0 0 -1 z
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Lineare Transformationen

cosa —sina
— = . —
sine cosa
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Skalierung

GroBenveranderung um den Faktor Ay in x-Richtung und um den Faktor
Ay in y-Richtung (bzw. A; in z-Richtung) um den Ursprung. Ein

besonderer Fall der Skalierung ist die GréBenverdnderung um den Faktor
—1. Dies entspricht der Spiegelung um die jeweilige Koordinatenachse.

2D:
XN (A O X
y')  \0 X\ ) \y

3D:
x' M 0 O X
y]1=10 XA 0 y
z 0 0 X\, z
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Scherung (Transvektion)

Parallelverschiebung zur jeweiligen Koordinatenachse, wobei die Lange des
Verschiebungsvektors proportional zum Abstand des Punktes von der
Achse ist.
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Lineare Transformationen

(N9, (0
0 A 01

— —>1)‘—> —>10—>
01 0 -1

cosa —sina
— — | —
sind  cos«
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Translation

X
Translation: [y | = |y
z
X/

Lineare Abbildung: y’) = Ax

— Translation ist keine lineare Abbildung

Problem: Translation hilt den Ursprung nicht fest
Lésung: ,,Herausnehmen® des Ursprungs durch Einfiihren einer weiteren
Dimension — homogene Koordinaten
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Homogene Koordinaten

Erweiterung des Vektorraums um eine Dimension und Verschiebung des
urspriinglichen Vektorraums um (gewdhnlich) a = 1 in Richtung der neuen
Dimension.

Beispiel: 2D bildet im 3D eine Ebene, die um 1 in z-Richtung verschoben
wird. Der ,Ursprung"” liegt nun im Punkt [0, 0, 1].

. homogene
kartesische g
) Koordinaten:
Koordinaten: X 0
x/a y
y/a = ;
z/a 3 00
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Homogene Koordinaten

A 0 0
Skalierung: 0 A O
0 0 1
cos¢ —sing O
Rotation: sing cos¢p O
0 0 1
1 A O
Scherung: Ay 100
0 0 1
1 0 a
Translation: 01
0 01
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Affine Abbildungen

Eine affine Abbildungen setzt sich aus einer linearen Abbildung und einer
Translation zusammen und erhilt drei Eigenschaften:

@ Kollinearitdt: Die Bilder von Punkten, die auf einer Geraden liegen
(d. h., kollinear sind), liegen wieder auf einer Geraden. Es kann sein,
dass alle — aber dann alle und nicht nur einige — Punkte einer Geraden
auf einen Punkt abgebildet werden.

@ Parallelitat: Die Bilder zweier paralleler Geraden sind parallel, wenn
keine der beiden Geraden auf einen Punkt abgebildet wird.

@ Proportionalitat: Drei verschiedene Punkte auf einer Geraden
(kollineare Punkte) werden so abgebildet, dass das Teilverhaltnis ihrer
Bildpunkte mit dem der Urbildpunkte iibereinstimmt, auBer alle drei
werden auf denselben Bildpunkt abgebildet.

Werden nur Translation, Rotation und Spiegelung angewandt, ist eine
affine Abbildung winkel- und langen-, also formerhaltend.
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Verkniipfung Transformationen

Lineare Transformationen sind im Allgemeinen nicht kommutativ, d.h. die
Reihenfolge, in der sie angewandt werden, spielt eine Rolle.

Zur Erinnerung: Verkniipfungen werden von rechts nach links ausgefiihrt!

Zuerst Drehung, dann Translation:

1 0 a| [cos¢p —sing O cos¢p —sing a
b| [singp cos¢ O = |sing cos¢p b
1 0 0 1 0 0 1

Zuerst Translation, dann Drehung:
cos¢p —sing O [1L 0 a cos¢p —sin¢g cos¢ga—sin¢b
sing cos¢ 0| [0 1 b| = |sing cos¢ singpa-+ cospb
0 0 1110 0 1 0 0 1
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Verkniipfung Transformationen

Zuerst Drehung, dann Translation (grau):
[cos¢p —sing a
sing cos¢ b

0 0 1

Zuerst Translation, dann Drehung (gepunktet):
[cos¢ —sing cospa — sinpb
sing cos¢  sin@a+ cos pb

0 0 1

Bild 10.7
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Verkniipfung Transformationen

Achtung: Skalierung und Rotation finden um den Koordinatenursprung
statt.

Soll um einen anderen Punkt als um den Ursprung (z.B. den
Objektmittelpunkt) gedreht oder skaliert werden, so muss das
Skalierungszentrum zunichst in den Ursprung verschoben werden. Dort
wird das Objekt gedreht/skaliert und anschlieBend wieder an seine
Ursprungsstelle zuriickverschoben.

S &
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Anwendung: Orientierung eines Roboterarms

Ein Roboterarm besteht aus mehreren Gliedern, die durch Gelenke
miteinander verbunden sind, am Ende dieser Kette befindet sich der
Greifer. Jedes Gelenk kann Drehungen oder Translationen ausfiihren. Jedes
Glied des Roboterarms hat ein orthogonales Koordinatensystem, welches
sich bei einer Bewegung des Glieds mitbewegt. Das (kartesische)
Koordinatensystem Kj stellt die Lage der Basis des Roboters dar
(Ursprung in Roboterbasis). Das letzte Koordinatensystem K, mit den
Achsen gehort zum Greifer. Gesucht sind der Ursprung und die Lage der
Basisvektoren des Greifersystems in Koordinaten des Basissystems K.
Dies wird durch die Aneinanderreihung von Basistransformationen (eine
fir jedes Gelenk) erreicht.

T=Tiso0oTos10--0Thpn1
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Zusammenfassung

Folgende Aussagen sind dquivalent:

@ Die Matrix A ist invertierbar

@ Die Matrix A hat vollen Rang

o Die Matrix A ist regular

@ Die Determinante der Matrix A ist ungleich null

@ Das Gleichungssystem Ax = b ist eindeutig l6sbar

@ Das Gleichungssystem Ax = b hat einen nulldimensionalen
Losungsraum

@ Das homogene Gleichungssystem Ax = 0 hat nur die triviale Lésung

@ Der Kern der linearen Abbildung f(x) = Ax hat die Dimension 0
@ Die lineare Abbildung f(x) = Ax ist bijektiv
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